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1. Introduction

Le modele des protocoles de population, introduit
par Angluin et al. [1], fournit les bases théoriques
pour analyser les propriétés émergeant d'un sys-
téme constitué d’agents anonymes interagissant
deux a deux. Nous définissons dans [2], un pro-
tocole de population permettant de compter exac-
tement le nombre d’agents d'un type particulier.
Nous montrons que ce protocole converge de ma-
niere logarithmique en temps distribué.

Beaucoup de travaux existent sur le probléme de
la majorité, Angluin et al. [4] ont mis au point un
protocole rapide et simple, mais qui n’est exact que
quand la majorité est large, ¢ca reste un bon ou-
til pour trouver un consensus. Alistarh et al. [4]
ont récemment mis au point un protocole de ma-
jorité exact en en temps logarithmique mais avec
une constante treés grande.

Nous allons décrire un protocole de population qui
résout le probleme du comptage, lequel généralise
celui de la majorité en l'affinant. En interrogeant
n’importe quel agent, on peut connaitre le nombre
d’agent d'un type particulier en O(logn) interac-
tions, avec une probabilité aussi grande que 1'on
souhaite.

2. Protocoles de Population

La définition qui suit est tirée de Angluin et al. [5].
Un protocole de population est caractérisé par un
6-uplet (Q,%,Y,,w,f), L est I'ensemble fini des
symboles d’entrée, Y est I’ensemble fini des sym-
boles de sortie, L : £ — Q est la fonction d’entrée
qui détermine l’état initial d'un agent, w : Q — Y
est la fonction de sortie qui détermine le symbole
de sortie d'un agent, et f : Q x Q — Q x Q est
la fonction de transition qui décrit comment deux
agents interagissent et mettent a jour leur état.

Au début, tous les agents démarrent avec un sym-
bole initial venant de . La fonction t initialise I'état
de chaque agent a partir de son symbole, puis au
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gré des interactions, les agents mettent a jour leur
état utilisant la fonction de transition f.

Soit C = {C¢, t > 0} un processus stochas-
tique a temps discret avec comme ensemble d’états
Q™. Nous l'appellerons configuration un état de ce
processus stochastique pour ne pas le confondre
avec l’état des agents du protocole de population.
Pour tout t > 0, la configuration a l'instant t
de ce processus stochastique est notée par C;y =
(cV...,c™), ¢!V représente I'état de I'agent i
al'instant t.

A chaque instant t, deux indices distincts i et j sont
successivement choisis parmi 1,...,n avec la pro-
babilité p; ;(t). Nous nommons X la variable aléa-
toire représentant ce choix, c’est-a-dire

P{Xe = (4,j)} = pu,i ().

Nous considérons que les variables aléatoires X; et
C¢ sont indépendantes.

3. Compter avec les Protocoles de Population

3.1. Introduction

Chaque agent possédant un symbole d’entrée issu
de I’ensemble X = {A, B}, soit N5 et Ng le nombre
d’agents ayant pour symbole respectivement A ou
B, le but est de connaitre la différence invariante
k = Na —Ng. Et c’est ce que doit rendre la fonction
de sortie w.

Au début la fonction t attribut a chaque agent 1’état
m ou —m selon que son symbole soit respective-
ment, A ou B.

La fonction de transition consiste & attribuer a
chaque agent la moyenne des deux valeurs.

Cet algorithme garde constant la somme de tous
les états de chaque agent, somme qui est égale a
m(N A —Ngp )

La fonction de transition égalise progressivement
I’état de tous les agents qui finissent par approcher
de la méme valeur M A partir de laquelle
la fonction de sortie peut calculer k = Na — Ng.

3.2. Compter avec un ensemble d’états fini

Nous travaillons avec un ensemble fini d’états
Q qui est un ensemble d’entier. Les parametres
Q,%,Y, et w dépendent de l'application et seront
définis a la fin de cette section pour le calcul de la
différence invariante k. La fonction de transition f
est définie par

a+b a+b . .
_ (T» = ) si a + b est pair
fla,b) = {(a+b1 atbil

b=l atbtl) sia+ b estimpair
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Une fois que le couple (i,j) est choisi a I'instant t,
Ci41 est défini par

(1) ()
(Ctlhctlﬂ) =

ciV+cy) cifycy)
2

5, si C,Ei) + C,Ej) pair

cilycd—1 Ve () G) . :
st y ——t si C;’ + €’ impair

et C™

(m) .
er] = C™ pour m # 1, j.

Le lemme suivant est fondamental, il établit que la
somme des états des agents reste invariante.

Lemme 1 Pour tout t > 0, nous avons

c) =Y ¢

n
=1 i=1

1

Nous notons { la moyenne des coordonnées de Cy
et L le vecteur de R™ dont toutes les coordonnées
sont égales a {, c’est-a-dire

= clWetL=(t...,0.

31—
™-

—_

1

Théoreme 2 En supposant un choix uniforme du
couple (1,j), c’est-a-dire si, pour 1 # j,
1
Pt =T

alors nous avons

1 ¢ n
EOKk—LW)<<1—n1> E ([[Co —L|I*)+7-

En utilisant I'inégalité de Markov on obtient le co-
rollaire suivant qui donne une d-approximation de
I’écart maximum entre les coordonnées de C; et {.

Corollaire 3 Pour tout 6 € ]0,1[, sil existe une
constante K telle que E(||Co — L||eo) < K alors, pour
tout t > (n — 1) In(4K?) nous avons

n
— >4/ == <.
P{ICt— Lo > 1/ 35) <8

Nous pouvons maintenant appliquer ces résultats
au calcul de la différence invariante k. L'ensemble
des entrées est L = {A, B}, et la fonction d’entrée
est définie par L(A) = met ((B) = —m, m étant un
entier strictement positif. Cela signifie que, pour
touti=1,...,n, CE;] € {—m, m}. Nous avons

e:chéi’:m’

ce qui montre a partir du Lemme 1 que « est inva-
riant. L'ensemble des états Q est maintenant l'en-
semble {—m,—m+1,...,m— 1, m}. La fonction de
sortie est, pour tout x € Q,

w(x) = [nx/m+1/2].
L'ensemble de sortie Y est I’ensemble des valeurs
possiblesde k,ie. Y ={—n,—m+1,...,n—1,n}

Théoreme 4 Pour tout & € 10,1 en prenant
m = {\/Zrﬁ/z/\/ﬂ et pour tout t > (n —

1) (5In2+3Inn—Ind+ %),nous avons
IP{w(Cii)) =K, pour touti=1,...,n} >1-23.

Donc le temps de convergence pour obtenir k avec
une probabilité aussi grande que l'on veut est
O (nlogn) et ainsi le temps de convergence pa-
ralléle pour obtenir k avec une probabilité aussi
grande que I'on veut est O (logn).

Ce protocole nécessite la connaissance préalable
du nombre d’agents n.

Dans le futur nous comptons proposer un pro-
tocole qui n'a plus cette nécessité. Deux voies
sont possibles, la premiere consiste a calculer la
différence en terme de pourcentage, la deuxieme
consiste, en utilisant une élection de leader, a cal-
culer, au préalable, la taille du systéme.
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